
c ) s € n x + c o s x - / ;

b )

d)

R e s o l  u c i ó ñ

a )  c o s

2
' :OS ) i  -

z
c o s x  -

c o s x = o

so l  uc i  ones

2 c o s x + l

cos  x

5 c o s z x = g - 9 s e n x

5 ( 1 - s e n z x ) = 9

S - 5 E e n 2 x = g

5 s e n z x - 9 s e n x + 4 = o

( 5 s e n x - 4 ) ( s e n x - l ) =

S s e n x - 4 = O
4s e n x = É = O r B l a s

x . =  5 3 r  1 o  x _ =  1 2 6 1 9 0r 2

E ¡ e n x - l = O

s e n x = l  l a s o l u c Í ó n

I  = O

x = O

+ c o s x

¡
D C O S X

3  c o L z x

- Q - 9 s e r ¡ x

I- - r 1
2

sen x

a ) c o s 2 x + c o s x + l r e

$ :

c )

cosz¡< - 1 + aot"* + cos x + I =

2  coszx  +  cos  ) (  =

c o s  x  ( 2  c o s  x  +  1 )  =

E x p r c ! o h d o  L o a  f  u n c r o n c r
t  r ! 9 .  c o ñ  . L  m r ¡ m o  á n g u L o

+ l = e E x P r c r o n d o L o o c .
a n  t é r m r n o  d o  s n c
e o t o  f q n c t ó n

o

O  
¡ . r o t w r o n d o  L q  o c .
p o  r  f  a c  t  o r  r  z c c  t  ó n

o

2 x + c o s x +

z
Sen x  +  cos

( l  -  c o s z x )

p r i n c i p a t e s :  ) i  =  r r  J n
t  2  |  x z = ' =

= o
1  

a r t  i  t  r z o n d o  L o ¡  f  ó r m u L o ¡  d o  r e  d r ¡ c c r ó n
=  -  

Z  
o b t o n o m o ¡  [ q ¡  ¡ o t u c ! o n . .  o ñ  a L  i n t c r _
w o l o  f  u ñ d q m . ñ t q t  ( v q t o r  d u x t L i q r  n / , 8 )

s o l u c i o n e s  p r i n c i p a l e s :  x  =  r ¡  -  n  -  2 n
s  3 - - 3

*.= n - 3 = +
(

s  =  
t  

( z k  +  t t i -  t  4 *  r u n ,  I  *  z k n  3

N o t a :  S e  h a  d e n o m i n a d o  s o l u c i ó n  p r i n c i p a l

p e r t e n e c e n  a l  i n t e r v a l o  f u n d a m e n t a l

t e z ]
)

a  l a s  q u e

O c x < 2 n

b ) C o ñ o  l o ¡  f  q n c i o n o ¡  t r i g o _
n o m ó t r ! c ( ¡ ¡  t i a ^ a ñ  a L  m i , a m o
á n g u t o ,  t o  o x p r . . c r n o .  . r i
t é r m r n o  d o  u ñ o  a o l . a  f  u n c ! ó n

- 9 s e n x

- 9 s e n x

o

s o l u c i o n 6 s  p r i n c i p a l e s  s o n :

p r i n c i p a l  e s :  x = 9 O o
a

d )

70



s  =  
{  

5 3 r l o +  s 6 o o k  ;  t 2 ó , 9 o +  3 6 o o k  ;  9 o o +  3 6 o o k  ¡  k  €  z  
}

c ) s E r n x + c o s * = / T

: {;- c.,s x

t L  c v q , m o ¡  c L  c q c d r q d o  c n -

b o ¡  m L o m b r o ¡  p o ¡ o  u t l t i -

z d Í  L q ¡  i , d e n t i , d a d c ¡ ,  . . t c

c L e v c c L ó n  p u o d c  i n t r o d u -

c r r  r o , f c c ¡  o x t r o ñ c ¡ .

¡ f - \ 2

l { z  - c o s x l
\ J

2s e n x  =

1 -  coszx = /  -  2/ ;  cos x + coszx

2 coszx - 2/; cos x + I = o r¡int¡rnio cuqdrqdo

a t -  a t  
P"f  'c to

l { 2  E o s  x  -  l l  =  O
I J

/ 7 . o "  x  -  1  !  o

#-
c o i x - _ T

L a s  s o l l r c i o n e s  p r i n c i p e l ¡ s  s o n ¡

x = n  
-  n

t  4  ;  x z - t n - 1 =

Compr  ob¡c ión
fl

Para  x .=  4

7a-1

n r ¡ s " . , f , + c o s i =  T -  q - { ;  n o t { l
lll = llD

7n
Par¡  xz= -T

aa
t l l :  sen A 

+ cos
7n- ? . 8 -

r ñ D

- { i

s e n f , * n
c c l t ¡ r - + * T  - o

not G f.l I

s + z k a  I  k G z )

d ,
e l

S C O t X - - r
2¡en x

3  cosax  I_ - -

I

I r ¡ t  t  i p l ,  ! c o n d o  p o ,  . . . " ,  p o r a  . l  L -

I  - ü n o ¡  d o n o r n L n c d o r o ¡  ( . . t c  o L  i n i -
-  

ñ < r c i , ó n  d o  d o n o n i , n c d o r o r  p u o d o  ! n -
!  r o d q é  t  r  r o f  c o ¡  . x  t  r o ñ c .  )

a
3én x

I - colzx

2

2
Itfl x sen

3 coszx -

5 co¡zx -

4 co¡

2
x

I

t
a
x

7 t



c o s x  |  
2

c o s x  = t q- 2
L a g  s o l u c í o n e s  p r i n c i p a l € s  E o n !

,r ,- Sa Sn* . = 4  i  x a - t  |  * " = t  i 7n*r= -T

k )

l ,

n !

n l

ñ )

como los valores de x encontr¡dos no rnul¡n el f¡ctor
por  e l  que hemos mul t ip l icado l ¡  ecu¡c ión ( rcn2x) ,  en-
tonccs todos estos valores gon ¡olución.

= = 
{ i  

+  zkn,  *  *  zkn 7 lo  *  r *n,  4  *  zkn ¡k  c  z}_
t .  -  '  r  

) l

observa  que en  los  inc isos  c  y  d  dc l  rJ rnp lo  rn t ¡ r io r
al elevar al cu¡dr¿rdo o el imin¡r drnonin¡dor¡¡ r l  pucden

in t roduc i r  re fceg ex t r ¡ñer ,  por  lo  que dcbrs  d r  conprober

de a lguna fo rma las  so luc iones .

E j e r c i c i o s  ( e p f g r a f e  6 )

t .  C a l c u l a  s e n  2 x ,  c o r  2 x  y  t e n  2 x  ¡ i ¡
a

a ) = " . t r = f ,  ¡  o f  
" = U  b ) c o s x - 3 ,  ¡ . n x ( o

c ) t a n x = 2  i  7 r < * < +  d ) " " . , * - |  |  c o s x ( o
e )  c o s *  - - * ,  t a n  x  > O  f )  t a n x  =  l r 5  ¡  O (  x  (  n

2 .  Demuest ra  las  = igu i rn teg  idcn t idades  per r  los  v ¡ lo re¡

a d m i s i b l e s  d e  l a  v a r í ¡ b l e .

¡) (sen cr - cos a)2= I -  scn Za

b,  co t2x  -  ao=t *  +  (co t  x  co¡  x r l

c )  
"m"*  

*  aor " *  -  ( ¡en  x  +  cor  x )  ( l  -  t rn  x  co¡  x ,

¡ r l + c o s 2 x _ zo' 
-- 

= co!¡ x

el cos 2(J = cos'f] - se.,tB

p

5.  Sr

' l

l

b

c

d

t

f

c

h

I

t . t

¡

t

(

f  ,  cos (600+ ¿1¡

g)  ¡en  (x  +  45o¡

h ,

l ,

j ) P"- r )
7?



k) 
|  

t" t  2x cot * - t . . ,"* = cos 2x

l t  
= t t 2 * ;  + c o t * = #

2 -  2 Éen-x

nl 2 cort ! 
- .o" cr * (sen cr + Got qlz = ? + ren 2a

n ) c o t x + c o t v - f f i i f |

n r f t f u * # f u = #
I  + t e n x

" t  f t - - s o t x
t - ¡ r n x

t
a -

!
co¡ x

5. Sren lrl funci oncls I y g' Drnur¡tr¡ guG P¡ra todo valor

rdn l ¡ i b l r  d r  l ¡  v r r i eb l r ,  : r  v r r l f l c r  quc  / ( x l  =  9 (x l '

r l  / (x l  -  r ¡n  2x  ] O(xl  r  
-2 eo¡  (n- : -x l  -  2  cogtx

p )

I glrql = cor¡ 2x

-  2 ao""*
9(x, . 

=-.ñ-F

d l  f ? l  -  ¡ l n  2x  co ¡  x  +  2  ¡ . ^ tn  ¡  g ( x l  ' ?

t r  f l l  -  cor  2x ¡  9(x ,  = !  
-  

f t " : *I + trn-x

t t f l r t r c o t x  ¡  9 ( x ) r a f t l l ¡ ¡

g l  / ( x !  -  ¡ l n  5 x  ¡  g ( x l ' 4  i r n  x  ¡ l n ( ó O o + x )  e e n ( ó O o - x )

h l  / ( x  I  c  2  t e n  x  -  l t n  ? x ' l  g ( x l  ' t #

t l  / (x) -  t ln 3x t  g(xl  -  tan x trn (óOo+xl t rn (6Oo-x)

4. Prurbr qurr

¡l ¡ln (x + Y) ¡.n (x - y) ' t.t"t - l-tty

-. Zlln x qe!-l3n - xl - Z..tt t lú - t¡ntr
rrn 2x coat*

t r r $ r

-f Zstn p:-?fgn¡É + co¡tÉ - 
"rr,tB 

r ¡ln ZO + caa 20= ' f f i  r L s ' r r  

t x r t z * + r l ! r

73
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. .  s e n  ( n - B l  td) 
ffi 

- cot (n - Qt = 
ññ-u 

(¡? ) knl

e )  ( l  -  2  = " r r t * ) ( t  +  c o t z x )  =  c o t ¿ x  -  I  ( x  -  k r ¡ t

c o s 2 x + r a n 2 x c o t x - t
t .  =  J  -  E i Í i  ¡

I  -  senzx

sen 3x cog 2x + cos 3x scn 2x r ¡rn 5x

sen á + sEn 2€ + s¿n 3€ - ¡m A ll + 2 cos €l

#+ffi € t¡n x (x t'2k+rtl r x t czt+trf¡

F e n  2 x  =  2  t a n  x  k ,  ( z k  +  l r n r-  
1  -  a ; *  

' 2 '

coglx * =arr"*

9 )

h )

i )

j )

k )
c 6 5 X + g r n x

5.  Drt r rmina e l  cgr iJunto goluc ión de l ¡s  r iEuienté3 tcu.-

c ¡  on t ¡ .

r I ¡on 11 
--¡en=4 - cot z{?

¡ ) 2 c o E e x + 5 á n x - 2

c, 2 genrx + 5 co,g x = o

a l G - e . r " * + c o ¡ x r o

( x r ( r k - 1 l l )

v ? r k 5 ,

b ) ó c o ¡ x + a s c n 2 x ¡ 2

d ) ¡ r ¡ r r q - 2 c o ¡ o * | - g

. F
f l S c o l - B + / 3  ! . n f t - - 1

s r  ( 1  + c o E - , f * - r l - o
( r . n x  )

hf (¿l co¡ze - s, 
[-T*?¡ 

+ zJ = o

i )  4  ¡cntx + ¡ ¡ntZx = 3 j ,  3( l  -  rn x l  -  I  + t ro¡  2x

kl co¡ 2x + qq¡ x - -1 l l co¡ 2x - co¡lx

rnl srñ 2x EoÉ x - sen x co¡ h, - O

nl 2 ¡rn y - tcn 2y ñl ¡rr¡ r - 
I co¡ x

o) 
"..r"2* 

- 
"ort2* 

p) 2 ¡rnb - qo¡rzt

q )

7 .

- ó ¡ ¡ ¡ r x - t

. ¡ c n x + c o g x ^
r , - - v

cc,3 ¿r<

6. Rr¡uelvc lag siguicnt.g tcu¡cior¡r¡ ¡¡bi¡ndo que

O  f  x  3  2 n .

71
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a t 3 s e n z * - a o g " *

b) zG .o="* = s.en x

c )  3 ( t  +  cos  x )  =  sen  2x  t ¡ n  x

d ) c o s 2 x + 5 c o s x - 2

¡) cos 2x + 3 ."r,'* - .o"'* t 5 ¡¡n x - 2

{l genz2x - sln 2x - 2

gl (2 ¡en x cos x)2+ 5 ¡en 2x - f - ¡cn 2x

h ) 2 c o t x s e n x + c o t x o O

i)  t ¡nz *  -  3  = 2 t ¡n 1
2 2

J)  ¡cn (3oo+ x)  -  co¡  ¡5go+ x)  -  f i- 4 ,

k) ¡rn 
[- 

- 
á] 

+ col 
[r 

- 5] 
- I + co¡ 2x

,, ¡¡n 2x + I - 
"o"2*co¡  x

¡ l
m ) c o t - x a 3 r $

lln x

n ,  t  - t r n x ! J
2go¡  x

d ,  
2  - c o t x - 5

,
Itn x

' h , * 3 c o ¡ x

G - L * 3 t r n xP ) / S + 2 t r n x - t t n - x  - T

.  c o t xe' 1ft¡7'  ;

7.  Drterrn ine lor  punto¡  dr  in t r r l rcc lón dr  lo¡  gróf lcor  dr

l rc  funcionl r t

. )  f l x l  - 2 ¡ t n l x  t  g ( x ) - O r 5

b ,  f l x l  - 5 t ¡ n t x  |  9 ( x ) - t

c t  / ( x )  -  t a n t x  ¡  g ' ( x )  -  1  -  2  t ¡ n  x

d ,  / ( x )  -  6  c o ¡ r x  ¡  g ( x )  -  5  ¡ e n  x

e l  l l x l  -  2 (2  co ¡ ' x  - l l  t  g ( x l  -  2  ¡ rn  x

f )  f l x l  a  t r o ¡  2x  +  2  t  t ( r )  r  co ¡  x

o )
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g ,  l ( r 1 )  =  t  - ?  g ( x )  =  S  t a n 2 x2
cc¡s X

h )  f ( x l  =  s e n  x  ¡  9 ( x )  =  c o t  x

i )  f ( x )  =  t a n  x  ;  g ( x l  =  c o s  x
j )  f ( x l  =  E e n  x  ;  g ( x )  =  c o s  x

k )  f ( x )  =  s e n  x  i  g ( x )  =  c o s  1

l )  f  ( x l  =  5  s e n  x  -  2  ;  g ( x t  =  c o s  2 x  +  3  = . r r " *  _ . o = " *

m )  f  ( x l  =  c o s  2 x  +  s e n  Z x ;  g ( x )  =  c o s z x  _  s e n z x  _  s € l n  x
n )  f  ( x l  =  t a n l x  +  t a n z x ,  g i ¡ ¡ )  =  J  +  S  t a n  x .

H a l l a  l o s  c e r o s  d e  l a s  s i g u i e n t e s  f u n c i o n e r ¡

a )  / ( x l  =  3  c o s 2 x  +  g  c o s  x  -  l Z

b )  g  . . x l  = t a n 2 x - l t " r r x - l

c ) g ( x ) = 2 c o s 2 x + s e n x - 2

d ) p ( x ) = 4 s e n x - s e n 2 x

€ ) g ( x ) = c c r g 2 x + 5 c o s x - 2

f )  f ( x l  =  B e n t x  +  c o s  Z ,  - f r  c c ¡ s  x

g )  g ( x l  =  c o s 2 x  -  4  s e n ,  * :  ¡ e n t  x
h )  p ( x l  -  4  c o s  2 x  +  S  c o s  x  -  I

i l g ( x ¡ = i e n x - l c o : ¡ x

G
j )  / r ( x )  =  c o s  2 x  +  2 ( S  c o ¡ 2 x  +  c o ¡  x )
k )  p ( x )  =  s e n  2 x  +  3  c o s  x

l l  / { x l  =  2  s e n t x  -  c o l i  2 x  -  ¡ e n  x

De¡ ¡ues t ra  que s i  / (x )  -  sEn2x ;  g (x l  =  co¡2x  ,
ñ ( x )  =  t a n  x  ( p u n t o  1 7  d é l  ñ e a c n t o ) .

e l  f  
' l x l  +  9 ' ( x )  =  O

b )  f ' l x l  -  g ' ( x l  =  Z  s e n  2 x

c )  ñ '  ( x l  .  f  k )  =  t a n 2 x

d t  f  
' ( x l  . g ' ( x )  +  4 . . r r ' *  =  4  s e n . x

e )  h ' ( x )  -  9 ( x l  =  h z ( x )  +  / ( x l

cÁLc

7 . R

B .

9 .
L
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cÁLcULo Y DEXOSTRACTONES GEOXÉTRICAS

7. Repaso de propledades georÉtrlcas elenentales

Pares de ángulos

o En dos  rec tas  que se
cor t  ¡n  se  { 'o r  man FJ¿ l -
r e s  d e  á n g u l o s  - a d y a -
centes y pares de áq
gulos opuestos por el
v é r t i c e  ( f i g .  2 t r .

Los  ángu los  adyacen-

tes suman lElOo y los
opuestos por el vér-
t i ce  ss¡  igua les .  Por :
a y .n son edyecenteE Y
t i c e .

En dos  rec tas  para le -
las cortadas por una
sec¡nte se forman pa-
res de ángulos corre¡
pond ien tes ;  a l te rnos
y conjugados (f ig.22l .

Los corrcspondientet
y I os al ternos tton
igua las .  Los  con juga-

do¡ suman tBoo.
Por e j : rnplo en la  f  i -
gure 22 el ¿ | es
correEpondiente con el z
conjug¡do con e l  z  3.

F i s .  z L

e j e m p l o r  e n  l a  f i g u r a  ? l
o, y ( opuestos por el vér-

o

En gencral puede

gon cortadas por una

F i S .  n

al terno con e l  .¿ 4 Y

conc lu i rÉe que s i  dos  rec tas  para le las

áecante  Ee cumple :

a

o

Si  le  secante  es  perPend icu la r  a
dog log. ángutos que se forman son

Si  l ¡  Eecente  no  e ! ¡  parpend icu la r

-  todos  los  ángu los  agudos (ob tusos)

mer t  Eon igua les .

- log pares de ángulos {ormados Prrl- .

uno obtuso surnan 1BO1

l a s  p a r a l e l a s to -
i g u a l  e = .

a  l a s  p a r a l e l s s

que se  +cr r -

uno agudo y
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t-EiemFIE-T_l
s l  Aa l l  co cr rg.  ?3>
¿ 1 . { O o

BD¡  b lsec t r l z  de l  z  ABC.

H a l I a ¡  ¿  x

ResoI  uc  i  ón

TR,I/

a

o

U n a  v l a  p a r a  r e s o l v e r  e s t e  e j e r c i c i o  e s :

l l + 2 2 = l B O o po¡  . . r  con jugodor  .ñ t ¡o  AD |  |  co  y

¿ z = r B o o - r i " t t " o t t '

¿ 2 = 1 8 o o - 4 o o = l 4 o o

¿ ABC -  ¿ 2 = l4Oo por opu. . ror  por rL wé¡t lco, ,

z  ABD =  t  
Y t  

=  7oo  Po r  . . t  tD  b i ¡ oc t r l z  doL  ¿  A r ,< ' .
( p q n t o  2 1  d a t  L . m a h t o )

¿ 3 = ¿ A B D = 7 Q o

¿ 3 + ¿ x - l 8 o o

a

p o ¡  a a r  c o r r o r p o n d i . n t a ¡  a n t r a

r r  l l c o  y  ¡ D . . c c ñ ! . .

por odyocontor.

¿ x a 1 8 O o - z S

¿ x - 1 B O o - 7 O o - t l o o

O t r a  v f ¡  e . r f . r

¿  x  s  ¿  B C D  +  I  D B C  ( 1 )  p o r  á n g u L o . x t . r t o ¡  o L
A¡cD.

Ca lcu lemog los  ángu lor  BCD y  DBC

.¿ BCD = I | = 4Oo ¡ror ánguLor oDuo.to. po¡ oL vó¡ti,co

¿ L + ¿ 2 - L B A o por ¡ . r  con¡ugodor .nt¡ .  cD l l  r r  y
C ¡  a . c o ñ t .

¿ 2 - 1 B O o - z l

¿ 2 é l B o o - 4 O o = l 4 o o

z ABC = ¿ 2 = 14Oo por opu..ror por o[ vé¡t lcr

¿ DBtr - z IBC = 7Oo por .or rD bi..ctrlz d.[ I arc

S u s t i t u y e n d o  ¿  D B C  y  z  B C D  e n  ( l )  s e  t i e n e :

¿  x  =  7 O o +  4 O o  =  l l O o  I
O b s e r v e  q u e  e l n  e l  e j e m p l o  a n t e r Í o r  r ¡ e  h a  u t i l i z a d o  u n a

p r o p l e d a d  d e  l o s  á n g u l o s  e n  e l  t r i á n g u l o ,  l a  d e  L o g  á n g u -

los  ex ter io resr  eu€ se  Ínc luye  en  e l  resumen que aper r rce  ¡

c o n t i  n u a c  1 ó n .

o

/_
A

¿ 0 ,
fr
¿ 9 -

7A



TRIANGT'LOS

o En todo triángulo rE cumpl€ que cada lado es menor que

la suma de log otrot dos y m.nor que su diferencia
(desigualdad t r iengular l  y  r  lados (ángulo=)  iguales

se oponen ángulor (l¡do¡) iguelrs.

o En un t r iÁngulo hry r f ,ngulor

i n te r i o res  y  ex te r i o reg .  Los

inter iores eumrn lBOo y cede

exter ior  es adyaccntc con un

in te r i o r  e  i gua l  a  l a  sun ¡  de
o( + p + t - tt|" (txtaptoeEsl

l os  dos  i n te r i o res  no  ady r -  
[ , =  o<+ f  (E íTER|ORI -

cen tes  a  é l  ( { i g .  24 , F tg .  24

a Los t r iángulos según sus Ángulos rG c l rs i f ic¡n cnt
- o.clJAa4NIt¡ tien¡ todos rur ángulor rgudor,
- o¿¿uaán4vln¡ tiene un ángulo obtulor
- ao¿Atqlilo: tiene un ángulo recto,

también se c las i f ican segr ln ¡us lador  Gn s
- oaa'l¿'na¡ ruÉ trrs l¡dos son dnsiguelcr,
- l,aooocl¿.c¡ do¡ l¡do¡ ron lgualrs (ln con¡¡cutnclr

los lngulof qur !r oponln I rlo¡ ledo¡

son  i gue le : ) ,
- o4;üAtottt ¡us trrr lrdot lon igurlc: (¡n conse-

cucnci ¡  ¡u¡  t ros ángulot  ¡on lgueler  y

con unl  de arnpl t tud dr  60Ó).

O En todo trilngulo s€ puedcn tr¡z¡r lrls as,taa arta,rlz)

s i guen tea  ( f i g .  25 )  r
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