a) Cos 8x + cos X + 1 = 0O

B) 5§ cosx = g - 9 sen x

/ F 1
c) sen x + cos x = 2 d) 3 cot'x — ——ra 1
sen x
Resolucidn
a)l cos 2% + cos x + 1 = 0
2 2 Expresando las funciones
COsS X - sen x + cos x = Q
trig. con et miemo Aangulo
2 2 Expresando la ec.
cosx - (I - cos“x) + cos x + 1 =0 B
en térmuino de una
scla funcidn
2 2
Cos X — 1 + cos™x + cos x + 1 = 0
2 Resolviendo la ec.
2 caos'x + cos x = O
por factorizacidn
cos x (2 cos «x + 1) = 0O
cos x = Q
: : . b4 3n
soluciones principales: x = 5 % wz— =

2cos x +1 =0 .
1 Ut l
cos x = — 5 obtLe

valo

soluciones principales:

5 n o 2n
S = { (2k + 1)§ 3 x

Nota: Se ha denominado solucion principal a las

tzando ltas fSdrmulae de reduccidn

nemos laa soluciones en el inter-

fundamental (valor auxiliar .8
=N, no_ 2n
3 3
n an
X = M + — =
- 3 3
4n
+ 2k = + 2kn 3 k € 2 }

que

pertenecen al intervalo fundamental O < X £ 2n

b) 5 CDSZX = 9 - 9 sen x Como las funciones trigo-
. nom@tricas Lienen el mismo
dngulo., la expresamos en
término de una sola funcidn
SE1= senzx) = 9 - 9 sen x
SRSES senzx = 9 - @ gen x
5 sen®x - ? sen x + 4 = 0O
(5 sen x - 4)(sen x - 1) = O
Ssen x - 4 =0
sen x = % = 0,8 las soluciones principales son:
x = 53,1° x = 126,9°
1 2
sen x — 1 = 0

n
i1
3
x
]
[

la solucidén principal es:
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c)

d)




= { 53,1%+ 360% ; 126,99+ 360°%k ; 90°+ 360% ; kK € 2 }

c) sen ¥ + cas x = ¥ 2
Elevamos al cuadrado am-

L / bos miembros para utili-
= 2 - cos p
zar lae identidades, esta

elevacidn puede introdu-
cir rafices extrafias.

[/2 - cos x]’

1 - cos?x 2 -2/ 2 cos x + cos®x

2 /
2casx — 2V 2 cos Xx +1 =0 Trinomio cuadrado

fect
= perfectio

[ 2 cos x - 1] = 0

Y2 cos x -1 =0

COS X = —l%—
Las soluciones principales son:
n n
7 Ry B =p=T3F
Comprobacién
n

para x = z

MI: sen % + cos % = —1§: + —1§: = f 2 MD: ¥ 2

MI = MD

ara x_= vy
p 2 4

ANE AN

MI: sen Z% + cos Z% = - sen % + cos ; = —

MD: ¥ 2 MI = MD

S = { % + 2kn 3 k e 2 }

3 cntzx -

2
> Multiplicando por sen x para eli-
3 cos x 1 minar denominadores (eeta elimi-

2 2 nocidn de denominadores puede in-
sE@en X sen x

troducir ralices extrafice)
2 2

T cosx — 1 sen x
2 2

3 cos'x - 1 1 - coa'«

4 cos®x 2




cos’x = 3
2
it

vz

-

Las soluciones principales son:
x='_,:.- x=3n )(=.§'.1- x=7—n
" S S A ey S Py

CcOos x =

Como los valores de x encantrados no anulan el factor
por el que hemos multiplicado la ecuacisén (scnzx). en—
tonces todos estos valores son solucisén.

n 3n o 7n
=] {3 + 2knt 3 3 + 2kmt 3§ W Sl 2kn -y + 2k jk @ Z}.

Observa que en los incisos c y d del ejemplo anterior

al elevar al cuadrado o eliminar denominadores se pueden

introducir rafces extrafas, por lo que debes de comprobar

de alguna forma las soluciones.

Ejercicios (epigrafe &)

1.

Calcula sen 2x, cos 2x y tan 2x sis

g b) cos x =

8 < x < E% d) sen x = 3 cos x < O

e) cos X = - % 3 tan x > O f) tan x = 1,93 0 < x < &

#

a) sen x 38 0 < x

1A

$ sen x < O

N &lW

c) tan x

NI= WN

Demuestra las siguientes identidades para los valores
admisibles de la variable.

a) (sen a - cos a)?= 1 - sen 2a

b) cot®x = cos®x + (cot x cos x)?

c) sen'x + cos’ = (sen x + cos x) (1 — sen x cos x)

& 1 + cos 2x = coszx

e) cos 23 = cos‘ﬂ = sen‘ﬁ

£) cos (40°+ o) = €OS & = 7" sen a

2

@) sen (x + 45°) = =20 X + cos X
vz

by L-co8 2a tan a

sen 2a

2
i) cos. 2y + sen y = catzr

1 - cas'r

i) 3(1 - 2 sen®8) = 3 gsen [2e+;]

k)

1)

m)

n!




% sen 2x cot x - senzx = c0os 2X

sen 2x - 2
+ cot x = R

2142 senzx
2 cosz g —cos o + (sen a + cos a)z = 2 + sen 2a

sen (x + y)

cot x + €Ot ¥ = gen x sen v

cos a s cos a = 2

1 + sen a 1 - sen a cos a

1
cos % ' tan x

e
1 - sen x

tan’x + 1 1

P! n = 8
2 caos (-x) - sen [7 - ;] cos X

Sean las funciones f y ¢g- Demuestra que para todo valor

admisible de la variable, se verifica que Fix) = gix).

-2 cas (n — x) — 2 cos'x
sen x

a) f(x) = sen 2x § gix) =
1 z 4
z sen 2% — sen X
b) fix) 3 3 gix) = cos 2x
1 - cos x
2

. 2
2 cos x
c) f(‘l’ sen 2x — tan x H Q(X) = m

d) f(x) sen 2x caos x + 2 lcn'x $ g(x) = 2 Y1~ cos®x

1 - tan’x

1 + tan'x

e) fix) cos 2x 3§ g(x) =

sen 2x

€) /(x) cot x g(x) - -i-—-__—‘-:—u-;—z-x-
g) fix) sen 3x § gix) = 4 sen x san(60°+x) sen (60°-x)

h) f(x) = 2 tan x — sen 2x § g(x) = zc;'":“

1) F(x) = tan 3x 3 g(x) = tan x tan (60°+x) tan (60°-x)
Prusba quet

a) sen (x + y) sen (x - y) = :-n’x = sun'y

]
b) Z2sen x cas (2n x) 2sen x COS X _ tan’x (x = 5;)

sen 2x cos'x

s
c) 2sen 3 - 2sen f§ , ., %; _ gen’s = sen 23 + caos 27

cos .
(x = (2k+1)2)




sen (n - 3) _ = 1
d) ——1—+—m:—s—-—ﬁ— - cot (n 3) o i (3 = kn)

e) (1 - 2 senzx)(l + cot®x) = cotzx -1 (x = krt)

¢) SO8 2x + sen 2x cot x _ 3 - tanix

2
1 - sen" x
@) sen 3x cos 2x + cos 3x sen 2x = sen Sx
h) sen @ + sen 260 + sen 30 = sen 268 (1 + 2 cos 8)

sen 3x - sen x
cos 3x + CcOs x

i)

i) sen 2x = 2.tan X . (2K + D

1 + tanzx

s [

COsS %X + sen x 2 - sen 2x n

k) e > (x = (4k l{t)
‘sen ‘33 - gen 3 ¢ n
D) cas (3 — cos 33 L "=k 2)

Determina el conjunto solucién de las siguientes ecua-

clones,
a) 2 cos®x + sen x = 2 b) 6 cos x + 4 sen’x = 2

c) 2 sen®x + 3 cos x =0 d) sen’a - 2 cos a + % =0

e Y2 sen®x + cos x =0 £) 3 cos'n + 73 sen = ~1

1
g) (1 + cos x)[ T l] = 0

h) (4 cnsze - 3) [_Ti%_a_ + 2] = 0

i) 4 sen®x + sen2x = 3 Jj) 3(1 — sen x) = | + cos 2x
k) cos 2x + cos x = -~ 1) cos 2x = cos'x

m) sen 2x €COS X - sen x cos 2x = O

n) 2 sen y = sean 2y ) sen x = % cos x

o) sen®2x = cos®2x p) 2 sen®2x = cos®2x

q) ifg —2sen x = 6 sen x -1

Sen x + cos x
=0

) cos 2x

Resuelve las siguientes ecuaciones sabiendo que

0 < x £ 2n,
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= tan x (x » t2k+x)§ P X m (2k+1)%)




z 2
3 sen x = cos X

27 3 coszx = sen x

3(1 + cos x) = sen 2x tan x

cos 2x + S cos x = 2

cos 2x + 3 sen’x - cos'x = 5 sen x ~ 2
sen'2x - sen 2x = 2

(2 sen x cos x)*+ 5 sen 2x = 7 — sen 2x
2 cot x sen x + cot x = O

2z x

tan® £ - 3 =2 tan =
2 2

0

sen (30°+ x) - cas (&0°+ x) = — -3

[x+%]+cos [x+§]-1+co12x

sen 2x
————— ] = cuszx
CcCOos X

catzx + s = 3

2
san X

tan x = 3

cot x = 3
sen X

1,2 + cos X = é + 3 cos x

p) -/3+2tanx—tanzx g L L

cos X
Q) T + cos 2x &
Determina los puntos de interseccién de los graficos de

las funciones:

a) fix) = 2 sen®x 3 gix) 0,3

b) f(x) = 3 tan®x 1 g(x) 1

c) flx) = tan®x § gix) = - 2 tan x

d) fix) = & cos®x 3 gix) S sen x

) f(x) 2(2 cos®*x -1) 3 gix) = 2 sen x

£) fx) cos 2x + 2 3 gi{x) = cos x




g)

h)
i)
)
k)
1)
m)

n)

Halla los ceros de las siguientes funciones:

a)
b)

c)
d)

e)

)

Q)
h)

i)
3)
k)
1)

Demuestra que si fx) = senzx 5 9(x) = cos“x 3

hi(x) = tan x (punta 17 del Mementa).

a)
b)
c)
d)

e)

Filx) =1 — ——:_ ;5 g(x) = 3 tan2x
cos X
f(x) = gen x ; g(x) = cot x
F(x) = tan x ;3 g(x) = cos x
f(x) = sen x ;3 g(x) = cas x
f{x) = sen x ; g(x) = cos %
f(x) =5 sen x - 2 ; gi{x) = cos 2x + 3 senzx - cos?®x
f(x) = cos 2x + sen 2%; g(x) = cuszx - senzx - sen x
fix) = tah!x + tanzx; gix) = 3 + 3 tan x.

f(x) = 3 cos®x + 9 cos x - 12
gl(x) = tan®x — % tan x — 1
gilx) = 2 cos®x + sen x - 2
P(x) = 4 sen x - sen 2x
q(x) = cos 2x + S cos x - 2
fix) = sen'x + cas 2x - —;1 cos x
gix) = cos’x - 4 sen x + 5 sen® x
Pilx) = &4 cos 2x + 3 caos x - 1

1
qi{x) = sen x — — cos «x

()
f(x) = cos 2x + 2(3 cosix + cos x)
P(x) = sen 2x + 3 cos x
fx) = 2 sen?x - cos 2x - sen x

f'x) + g (x) =0

£ X - g'(x) = 2 sen 2x

h' (x)f(x) = tan®x

F xYeg (x) + 4 sen?x = 4 sen*x
h (x) =~ gtx) = A2(x) + f(x)
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CALCULO Y DEMOSTRACIONES GEOMETRICAS

7. Repaso de propiedades geométricas elementales

Pares de angulos

® En dos rectas que se
cortan e {forman pa-
res de Angulos adya— -
centes y pares de an
gulos opuestos por el
vértice (fig. 21).
Los angulos adyacen-—

(=]
tes suman 180" y los Fig. 21
opuestos por el vér-
tice son igquales. Por ejemplo, en la figura 21
a y .} son adyacentes y a y y opuestos por el vér-
tice.

En dos rectas parale—

las cortadas por una 1//
secante se forman pa-
res de angulos corres
pondientes, alternos
y conjugados (fig.22).
Los correspondientes

y los alternos saon ;/4
S

iguales. Los conjuga-

dos suman 180°. .

Por ejempla en la fi- .

gura 22 el «£ 1 es Fig. 22
correspondiente con el « 2, alterno con el <« &4 vy
conjugado con el ‘A3.

En general puede concluirse que si dos rectas paralelas

son cortadas por una secante se cumple:

Si la secante es perpendicular a las paralelas to-
dos los. ingulos que se forman son iguales.

S§i la secante no es perpendicular a las paralelas

- todos los Angulos agudos (obtusos) que se for-
mart son iguales.

~ los pares de angulos formados por uno agudo y

uno obtuso suman 180°




[ Ejempla 1)
Si AB || CD Cfig. 23> )X c Al
<1 = 40° (8]

BD: bisectriz del « ABC.
Halla: « x ®

. 2
Fig.23
Resolucisn

Una via para resolver este ejercicio es:

<1 + 22 = 180° por ser conjugados entre AB || cob vy
o BC secante
< 2 = 180"~ ¢ 1

< 2 = 180°- 40° = 140°

<4 ABC = ¢ 2 = 140° por opuestos por el vértice..
£ ABD = %A—B—C- = 70° por ser BD bisectriz del & ABC.

(punto 21 delt Memento)

o
£ 3 =« ABD = 70 por ser correspondientes entre
AD ” CD y BD secante.

£ 3 + «x = 180° por adyacentes.
£ x = 180°- £ 3
< x = 180°- 70° = 110°

Otra via seria:s

< x = £ BCD + « DBC 1) por 4angulo exterior al
AmCD.

Calculemos los &ngulos BCD y DBC
< BCD = < 1 = 40° por anguloe opuestos por el vértice

<1 + 22 = 180° por ser conjgados entre CD fl AR y
CB secante

< 2 = 180°- « 1
« 2 = 180°- 40° = 140°
£ ABC = £« 2 = 140° por opuestos por el vértice
<« DBC = £ SBC = 70° por ser BD bisectriz del «£ ABC.

Sustituyendo < DBC y « BCD en (1) se tiene:
< x = 70+ 40° = 110° g

Observa que en &l ejemplo anterior se ha utilizado una
propiedad de los angulos en el triangulo, la de los 4angu-

los exteriores, que se incluye en el resumen que aparece a

continuacidn.
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TRI ANGULOS
® En todo trisngulo se cumple que cada lado es menor que
la suma de los otros dos y menor que su diferencia
(desigualdad triangular) y a lados (4angulos) iguales
se oponen angulos (lados) iguales.
En un tridngulo hay 4angulos
interiores y exteriores. Los

interiores suman 180° y cada §

P
A B

x+p+¥= 180° (INTERIORES)
los dos interiores no adya- §= x+¥ (EXTERIOR)

centes a é¢l1 (fig. 24) Fig. 24
Los triangulos segun sus &ngulos se clasifican en:

exterior es adyacente con un

interior e igual a la suma de

- acuddngule: tiene todos sus angulos agudos,

- edtusdngules tiene un angulo obtuso,

= rectdngule: tiene un angulo recto,

también se clasifican segén sus lados en :

- eocalene: sus tres lados son desiguales,

~ {odoceles: dos lados saon iguales (en consecuencia
los angulos que se aponen a esos lados
son iguales),

- equilitens: sus trws lados son iguales (en conse-
cuencia sus tres &ngulos son iguales y

con una de amplitud de &60%) .

® En todo trisdngulo se pueden trazar las rectas netadles

siguentes (fig. 25):
r C

AN A

P B A [ B A B

O ATURA SoBRE {: MEDIATRIZ DB Cp: MEDIANA SoBRE cp:g.‘,spsm o

AP A8 _ AR
o118 rie AD - OB FHz4R

o= PP Eig. 25
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